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ДЛЯ БИОРТОГОНАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ 


Н.А. БАЗАРЕНКО, И.М. ПЕШХОЕВ 
(Донской государственный технический университет) 


Получено уравнение замкнутости для биортогональной системы функций. Определены свойства замкнутых 
систем функций, позволяющие решать контактные задачи теории упругости для тел конечных размеров -— 
прямоугольника, круглой плиты, цилиндров конечной длины и т.д. 
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Введение. При решении в цилиндрической системе координат 7,ф,2 осесимметричной задачи 
теории упругости для круглой плиты находятся так называемые однородные решения [1-5], ос- 
тавляющие свободным от напряжений торец плиты ’=1 и соответствующие бигармоническим 
функциям Ф, (7,2), К=0.1,...: 

Хо Фу = с [277 +9,2° /3] +4. (7?/2-2?), (2) =26,2+24,, 


ФФ, = [ел (иг) +) ю, (=), $, (2) =А,сйу, т + с,эЙу,2 
с, =У' 5" (1), (2), У'Ть (г) (2) = Т(,2), У" Риф, (2) = Р(е,2), (1) 
п=0 К=0 К=0 


где Ть(г)=1и“ (г) +7 (+), Рь(г)=1о()- ли (г) - собственные векторные функции, 
Т= 1. (7,2) + т» (и,2), Р= Го. (и,2) — и, (",2), 
й, =2Си, =У" и, (г), (2), и, =2би, = Уи, (")ф, (2), + =ЛчУть Л, 
0 к=0 

9°(г) = У Хо» 5 (г) = Хо» 1». (")=0, му (г) = Уи, У =2-2%, м, =1+У, 

отели, ил 

т (к) = „(Лк "оу, иг) = (елью) "Аль, 
С - модуль сдвига; у -— коэффициент Пуассона, 7х, = В У =1-=2У: (уг) Л, =.) 
— функции Бесселя, у, — корни уравнения [5]: 

УЛ: -у?(? +2) = 0, Веу,>0; К=04,..., 
Жжих, = (2. у, — Мо р. (п=1,2,...) - нормирующие множители. 
Здесь и далее штрих у знака суммы означает укороченную запись 

У" С, (уь»г,2) = С, +2350, (у, =0, Веу, ‚Му, > 0, п=1,2,...). 


К=0 п=1 


Векторные функции Т,("),Ры(к), соответствующие собственным значениям 1,„,у„ 
(т, п =0,1,...), а также другие функции 


0, =|Ть а, О, = -(Р„()), У, = [Р.04, 7» = (т.с) (2) 
1 1 
образуют биортогональные нормированные системы 
1 1 1 
= = я Е = - ТЕ, 
т, (^)- Ри(к)гаг = [0.0 -О «(каг = | Г, (г)-И "(каг = не (3) 
0 о В 0, тзи. 
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На границе плиты 2=2, (2, =0,2, =й) функции 
О(и,2.)= | той, — У(,2)= | Ра 
с учетом условий (3) можно разложить в обобщенные ряды Фурье: 
=У! „(= дб),  Т=У’ ГКУ, Ри»), 
К=0 К=0 К=0 К=0 


где коэффициенты Фурье функций О, определяются формулами: 


- безо е| [(.6е —ч.йи на», р, = [без - бо 
. - (4) 
Ли =, 2,) У (Ра = | (в. вл. та", Т, = |. 2.) Ик (ак. 


0 
Условие (3) связано с возможностью почленного ‘интегрирования рядов (1) и лежит в ос- 
нове методики решения контактной задачи для круглой плиты. Как показывает апостериорный 
анализ, ряды (1) являются расходящимися и, следовательно, возможность их интегрирования не- 
обходимо еще доказать. В настоящей работе автор обосновывает правомерность почленного ин- 
тегрирования рядов типа (1), которые используются в работах [1-5]. 
Решение задачи. Рассматривается система равенств на границе плиты 2=2, : 


0=У'/, 0:0), Р=УРИКЮ (=, =.) (5) 
к=0 К=0 


где координаты векторов (,Г определяются функциями и.,т„.,с.,и., которые соответствуют 
бигармонической функции Ф(х, 2) =У'Ф, при 2=2.. 
К=0 
Поскольку на границе 2=2, функцию Ф(г,2) можно подчинить только двум условиям, то 


из четырех координатных функций независимыми будут две. 
Замечание 1. Если удовлетворено только одно уравнение системы (5) 


УЛ.) = Иа, =Т п. (аа +7 [т (2,4, (6) 
К=0 1 1 
где и. (г,2.),т„(г,2,) — заданные независимые функции, 


то второе уравнение системы выполняется автоматически, т.е. система двух равенств (5) эквива- 
лентна, например, одному уравнению (6). 

Следуя схеме исследования рядов Фурье, описанной в [6, с.414-424], заменим бесконеч- 
ные ряды в равенствах (5) их частичными суммами и оценим погрешности, которые получаются в 


результате такой замены. За меру приближения п-х частичных сумм к функциям И, Г примем 
средние квадратические погрешности =,,=,„. Введем обозначения: 


м =0(7,2,)-У" Ив), т =7Р(т,,)-У" р, 
К=0 


К=0 


а 1 бо. (0+ | 
0 0 К=0 


(7) 
в = Ч" = |7. =. „РЕ. (Р-Р) 
К=0 
Здесь 1, — уклонения п-х частичных сумм от функций О(т,2,),(р,2,). 
Если для любой бигармонической функции Ф(’,2) мы докажем ‚, что 
=, —>0, когда п->о, (8) 
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(тогда в силу замечания 1 и („,г„,&, —> 0) то, переходя к пределу в равенствах (7) при п —> © и 
принимая во внимание формулы (4), получим: 


т __ со И СОА аа 
По, Ра=у иль ПТ =у "РР. (9) 
0 =0 0 =0 


Уравнения (9) можно назвать обобщенными уравнениями замкнутости для функций 
ПО | по отношению к биортогональной системе функций (2). 


Система функций (2) является замкнутой и полной, так как уравнения (9) справедливы 
для любой бигармонической функции Ф(,2), через которую определяются левые части этих 


уравнений. Указанные выше свойства системы функций (2) тесно связаны [7]. 
Вернемся к обоснованию условия (8). Для частной бигармонической функции 
Ф=!?2? —22“/3 по формулам: 
й, =(уА-0?)Ф, о, =@-уУд-020.Ф, и, =-0,0,Ф, 
т, =0,[@-уУА-д2]Ф, —А=д?+70, +02 
находим перемещения й.,й,, напряжения о.,т„. и величину =? при 2, =1: 


> 2 2 ИВ > _— 
и, =2у.7° +82, 0,=8%2, И,=-427, т Дуг, 


ое 





1 
Леа = [ (© 08. ий (ит, Нан > и | + ль, К=1,2,..., 
ть у 


о Г: 
_ 1+7у+ 4? 


Дед» бд =ТРН, ч= тб, = 2407 1), 
1 


Р(г,2)= [2. (1,2) = ла —1)+8у("-1), т = ГЕ(и,г) + УЖ(и,г) $ 
| 


г 


Ебаьр) = роз) и эвь| 5; день - 
К=1 


1 





2 
ал ыы +у-—1 


("—1) эле] Л (К, й ; 
Г 


1 


г 


К(п,г) ыы ион ве УД, в № 
К=1 


1 


==2(7? == р в Л. (Кг) = [= (а, 
К=1 1 


лиф = [по = ил ое) Ви) Ле) Лоддь, 


Я, (=) =(Н,@)-К@)уп/2, Ве) = Н)л(2)- (Я -1@), &>20, 
СЛ (ор) = хх Сол Эли плен (если кк < 20), 


9 У ЛА 
Я, = лу ллФ+ьлл@), 





о Гу+12-Ю2Н › 


=> = [(Ебьь + К(и, =) : (10) 
0 
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Здесь Н,(2) и У, (2) (у=0/1;2=1,г) - функции Струве и Бесселя [5,8]; для значений А’ <20 
интеграл .Л,(А,г) находится численно. 
Вычисляя величину В, по формуле (10) при 2, =1, у=0.3, получим: 
Е. =1.71.10°, 5% =4.88.10°, = =2.99.10 ит.д. 
То есть численно установлено, что в частном случае =, —>0 при п > со. По-видимому, это 
свойство выполняется для тех бигармонических функций Ф(’,2), для которых существуют инте- 


гралы от квадратов функций О, Г и можно вычислять обобщенные коэффициенты Фурье по 


формулам (4). 
Важным следствием формул (9) являются соотношения (5), которые перепишем в виде: 


[7 У, [т (а, [2 2,)@ = 5’. (4, г [0]. (11) 
1 &=0 1 1 &=0 1 


Если бы мы знали, что ряды (1) при 2 = 2, сходятся равномерно, то равенства (4), (5), 


(11) были бы очевидными. 
Замечание 2. Формулы (4), (11) всегда справедливы, даже если ряды (1) не сходятся, т.е. 
оказывается, что ряды (1) можно интегрировать почленно так, как будто бы они равномерно схо- 


дятся и имеют суммы, равные Т,Р, причем ряды, стоящие в правых частях равенств(5), (11), 
сходятся равномерно для всех значений 7 © [0,1] (см. свойства замкнутых систем ортогональных 


функций [6, с.455]. 
Выводы. Применение в работах [1-5] условия ортогональности (3) и связанное с этим условием 
интегрирование расходящихся рядов типа (1) можно считать правомерной операцией, не приво- 
дящей к ошибочным результатам. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №10-08-00839-а). 


Библиографический список 

1. Александров В.М. Контактная задача для прямоугольника со свободными от напряже- 
ний боковыми гранями / В.М. Александров, Н.А. Базаренко // ПММ. - 2007. - Т.71. — Вып.2. — 
С.340-351. 

2. Базаренко Н.А. Контактная задача для полого и сплошного цилиндров со свободными 
от напряжений торцами / Н.А. Базаренко // ПММ. - 2008. - Т.72. — Вып.2. - С.328-341. 

3. Базаренко Н.А. Взаимодействие полого цилиндра конечной длины и плиты с цилиндри- 
ческой полостью с жестким вкладышем / Н.А. Базаренко //ПММ. - 2010. - Т.74. — Вып.3. — 
С.126-139. 

4. Базаренко Н.А. Взаимодействие жесткого штампа с закрепленным по основанию упру- 
гим прямоугольником со свободными от напряжений боковыми гранями / Н.А. Базаренко // ПММ. 
— 2010. - Т.74. — Вып.4. - С.113-128. 

5. Базаренко Н.А. Контактная задача для круглой плиты со свободным от напряжений 
торцом / Н.А. Базаренко // ПММ. - 2010. - Т.74. — Вып.5. — С.25-41. 

6. Смирнов В.И. Курс высшей математики. Т.П. / В.И. Смирнов. - 16-е изд. — М.: Физмат- 
гиз, 1958. — 628 с. 

7. Кампе де Ферье Ж. Функции математической физики / Ж. Кампе де Ферье, Р. Кемпбелл, 
Г. Петьо [и др.]. - М.: Физматгиз, 1963. - 104 с. 

8. НапаБоок о МаПетаНса! РипсНоп$ уй Рогту!аз, СгарН5 апа Ма етайса|! ТаЫе$// Е$ 
М. АБгатом/! 7 апа Зедип. \МаИтаюп: бо\. Рип оН., 1964. // Справочник по специальным функ- 
циям с формулами, графиками и математическими таблицами / под ред.М. Абрамовица и И. Сти- 
ган. — М.: Наука, 1979. - 830 с. 


Материал поступил в редакцию 24.05.10. 


Вестник ДГТУ. 2011. Т. 11, № 1(52) 








ВеГегепсе$ 

1. АеКсапагом \.М. КощаКпауа тадаспа Чуа ргуатоидо!па зо 5уободпут! оё паргуадепи 
Бокоуупт! дгапуатт / \.М. АеКзапагом, М.А. Вагагепко // РММ. - 2007. - Т.71. - \ур.2. - 5.340-351. 
— п Кизчап. 

2. ВагагепКо М.А. Ког{аКпауа гадасНа Ча роодо ! ро$Пподо сИтагоу зо уобоЧпут! ое 
паргуауепи {югсат! / М.А. ВахагепКо // РММ. - 2008. - Т.72. - \Мур.2. - $.328-341. — п Кизчап. 

3. Вагагепко М.А. Угантоде\Ме роюодо сИтага Копесйпо!г Айпу 1 рШу $ сИтанспе$Ко 
роозРучи $ де Кит уКадузПет / М.А. ВагагепКо //РММ. - 2010. - Т.74. — \ур.3. - 5.126-139. — п 
Кизчап. 

4. Вагагепко М.А. \/7аптодее ]е>Кодо $Матра $ гаКгереппут ро озпоматуи иргидит 
ргуаточдо!" пог зо зуободпут! о{ паргуадепй БоКоуут! дгапуат! / М.А. ВагагепКо // РММ. - 2010. 
— Т.74. - \Мур.4. - 5.113-128. — Тп Визчап. 

5. Вагагепко М.А. КощаК(пауа 7адаспа Фуа Кгидо! рЖу 50 зуободпут оЁ паргуадепй тогсот / 
М.А. Вагагепко // РММ. - 2010. - Т.74. — Мур.5. - 5.25-41. — п Кизчап. 

6. типом \.Т. Кигз ууз$Не! табетаНК. Т.П. / М.Т. Этигпом. - 16-е 124. — М.: РАитаёам, 1958. 
— 628 $. — п Кизчап. 

7. Катре ае Ееге 3. РипКсй таетаНспезко! НК! / 2. Катре 4е Геге, В. Кетрьей, С. Рего [1 
аг.]. - М.: РЕтадй, 1963. - 104 $. — п Визчап. 

8. НапаБоок оЁ МаПетайса! РипсНоп$ мИН Рогтиу!аз, СгарН$ апа МаМетайса! Та ез// ЕЧ$ 
М. АБгатом/ апа $едип. М/азНто{юп: Сом. Рип ой., 1964. 


М.А. ВАРАКЕМКО, Т5а М. РЕЗНКНОУЕМ 


СЕО$ЕОМЕ$$ ЕОЧАТТОМ РОВ ВТОВТНОСОМАЕ 5У$ЗТЕМ ОЕ РОМСТТОМ$ 


С/озейпез$ едиайоп юг Могподопа! зузет оР йипсвоп5 Ваз Бееп аепуеа. С/оед-!оор Гипсвоп зуетз срагас- 
{еп Исх аге аейпеа. Треу аси! ю 5о№е сотасЕ ргоМетз ог! е/азсйу пеогу Гог Ппйе Боб$ - а гесапдЕ, а сгси- 
/аг рЕе, а СУ/ПАЕГ ОЕ Пп!е ГепоёН, ек. 

Кеу игогаб5: с/о5е0Пе55 едиайоп, потодепеои$ 5о/ивоп5. 


